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Capitolul 1

Clasa a IX-a - Enunturi

1.1 Etapa locala

11.1 Alba
1. Arétati ca sirul (ay,)n>1 este o progresie aritmetica de ratie » # 0 daca si numai
. ] 1 1 n—1 .
daca — o —— .+ = , aricare ar fin € N*,
@y ag wy - a3 Gn—1- Qn @y« On
2] G

=~ = Lo lmre—1 2+ 1 . C ik s

2. Se da ecuatia [m gf) } = T:r . m € Z\ {0}. Sa se calculeze suma radacinilor
» 2 5

ecuafiei.

3. In triunghiul ABC, fie P, Q si R punctele de contact ale cercului inscris cu laturile
3 . — — — —
BC, CA si respectiv AB. Demonstrati ca daca AP + BQ + CR = 0, atunci
triunghiul ABC este echilateral.

4. Aratafi ca numarul A = 5471 — 3. 10%" — 24n+1 ¢ N, este divizibil cu 147.

1.1.2 Arad

1. Tje a,b,c > 0 astfel incat a + b+ ¢ = 1. Sa se arate ca

1+1+1< 1 <1 1+1+1
a b ¢ " 3abec =3 \a2 B2 2/

Doru Ianculescu

2. Trei oameni au scris flecare cate o sutd de cuvinte diferite. Dupa aceea, con-
fruntand listele, s-au sters cuvintele care s-au gasit cel putin de dou ori. Ca rezul-
tat, unul a ramas cu 45 de cuvinte, altul cu 68 iar al treilea cu 54. Sa se demonstreze

ca cel putin un cuvant a fost scris de toti trei.
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3. Determinati functiile f - N — Z pentru care avem f(2) = 1 si
nfin—1+{n-1)f(n) =10,
oricare ar fin € N*.
4. Fie ABC un triunghi avand lungimile laturilor e, b, ¢, iar centrul cercului inscris

a-r4a+brgte-ro

a-+b4c

,unde Fy reprezinta

notat cu I. Arétati ca are loc relagia ry —

vectorul de pozitie al punctului X.

1.1.3 Arges

1. Se construieste sirul:
Ay = {0}, Ay = (2,4}, As = {6,8,10}, Ay = {12,14,16, 18}, ..., A, ...

a) Sa se determine nmultimea 4,,.

b) Sa se arate ca suma S, a elementelor muliimii A,, este divizibila cu 6.

¢) Exista m,n, p € N* astfel incat S, + S, + S, < 3mnp?

Marin Chirciu

2. a) Sasearate cadaca f : N — [0,1), g : N — [0,1), f(n} = {nVidk 2},

g(n) = {nv4k+ 3}, k € N, fixat, unde {2} este partea fractionara a numaruluj

real z, atunci functiile f si g sunt injective (adica, daca f(a) = f(b) rezulta ca

a=1»).

Ion Céalinescu

b) Fie n si m numere naturale nenule fixate. Rezolvati in R ecuatia:

{i} = { TT } sz e 0, n{n+m)),
n naTm

unde {z} este partea fractionara a numanilui real z.

Marin Chircit

3. Fie sirul (zn)n>1 definit prin z; = 1, 29 = a, undea > 28 2,0y = ——— -1,
- I

a+1 " . -

<z, < a+ 1, pentru orice n > 2.

pentru orice n > 2. Aratati ca
Marin Chircit

4. Fle ABC un triunghi cu AB = ¢, BC == a, CA =bsi A € {0,00). Pe semidreprele
(AB, (AC, (BC, (BA, {CA, (CB consideram respectiv punctele A’, A", B’ B"

C’, C" astfel incat AA’ = ¢+ Xa, AA” = b+ da, BB’ = a4+ M, BB = ¢4 )b,
CC" = b+ Ae, CC" = a+ Ae. Pe segmentele (A’47), (B'B"), (C'C™), (A",
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(B"C) (C”A’) considerami tesjiectiv punctele A", B”, C”, C1, A1, By
—

_—

astfel incat A”’A’ = =X AMA' BB = —-\.B"B", C"C' = —X.C"C7,
Ly e _—
CiA” = =X-C1B', AiB" = =\ 0", BiC" = =\ B A"

a) Aflati valorile lui A pentru care A" B"/C" este un triunghi cu proprietatea B €
A///C”,. C I A//IB/// A I BI//CIII.

b) Aréatafi ca triunghiurile A B"”'C"" si A; B1C) au acelasi centru de greutate.
Stefan Alexe

1.1.4 Bacau

., 2 2
1. Fie m(f) = min <t’i—1_l> si M{t) = max (t, %), t > 0 fiind un numar

rational oarecare.
a) Sa se arate ca m(t) < 2 < M(t), oricare ar fi numarul rational ¢ > 0.
b) Dacat € Q, t > 0, sa se ordoneze expresiile: v/2 — m(t) si M (t) — v/2.

2. Fie A, As,. .., Ag varfurile unui hexagon regulat cu centrul in O. Daca mk e R
(k=1,2,...,6)si 210A7 + 2004 + ...+ 26045 = 0, sa se arate ca

$1+2$2 + z3 :CE4+2$5 + Zg-

3. Sa se rezolve in Z ecuatia: {(« — 2006)? - v/2} = v/2 ~ 1, unde paranteza acolada
desemneaza partea fractionara.

1 1 41
— +...4+ —= < —, oricare ar fi n din N*.
92 nZ

il
4. S3 teca: —
a se arate ca =+ Y

¥
1.1.5 Bihor

1. a) Aratati ca daci a,b,c € Rsia+ b+ ¢ =6, atunci a® + b% + 2 > 12.

b) Rezolvati ecuatia: vz —y +3+ 3y — 22 +4+/z -2y +5=6.
Petrisor Neagoe

2. Determina;i numerele rationale z si y pentru care existd m,n € N astfel incat z +
y=msi— + ==
Nicolae Dragomir, Tudor Deaconu
3. Pentru orice functie f : R — R si orice numar natural m notam
Am ={z e R| f(z) =m}.

Spunem ca o functie f : R — R este o functie simpld daca pentru orice m € N,
mulfimea A,,, are cel mult doua elemente.
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Capitolul 2

Clasa a IX-a - Solutii

2.1 Etapalocala

2.1.1 Alba

1. Presupunem ci sirul (2,)n>1 este progresie aritmetica. Rezulta:

1 _1ai+1—ai_1(1

) ,orcarearfii=1,n—1
Q41 T Gl T

Qi Git1
si prin insumare:

Z": 1 H1"(1 1)_1(1 1)_
Q041 ri=1 a; Qi+l - r \ai Qn -

i=1

_lan—a __l_(n—l)r_

r o aa r aiag aia
1¢&n 1 i

n—1

Presupunem acum ca egalitatea din enunt are loc oricare ar fin € N* si demon-

stram cé sirul (a,).>1 este progresie aritmetica. Folosim metoda inductiei. Pentru

) 1 1 2
n = 2 nu avem ce demonstra. Pentru n = 3, avem egalitatea: + = ;
a1as asas ayjas

care implicd: a1 + a3 = 2ag sau: ag —a1 = a3 —as si notdnd r = a3 — a1 = az — a2,

obtinem ca aq, a3, as sunt In progresie aritmetica de ratie r.

n—1
. . . 1 n—1 )
Presupunemn acum ca dacé egalitatea: E = are loc oricare ar fi n,
i1 Q;qi4+1 a1y .
atunci numerele ay, . . ., a, sunt in progresie aritmetica cu ratia r i fie an1 astfel
n—1
L 1 n
incat E = ——.
— QiGi41 A10n4+1
i=1
n—1
] n 1 1 n—1 1 ,
Putem scrie: ——— = E + = + deci:
a18n41 i1 aiQi41 UnQni1 a10y Uplpi1
n n—1 1
a10n 41 a1an AnQni1
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2. Notam

Din aceasta egalitate rezulta: na,, = (n — 1)a,41 + a; de unde a,.1 = a1 + nry
adica numerele ay, as, .. ., an,a,+1 sunt in progresie aritmetica de ratie .

2 1 -1
=t :keZ§irezu1té:x:5k .

m?(5k— 1) — 2
4
4k+2 < m?*(5k—1) < 4k+6. Rezultd ca: m?(5k—1) € {4k+2,4k+3,4k+4,4k+5}.

20k + 10 14
2(5k — 1) = 2 =44
a)m?(5k — 1) = 4k +2 = 5m - -

Rezulta ca 5k — 1 € {-14,-7,-2,-1,1,2,7,14} si apoi k € {0,3}. Convine k = 3
(si rezulta m = £1). Deciz = 7.

= k, deci: k£ < < k+1, sau:

2 —~1) =
Ecuatia devine: w

20k 4+ 15 19
b) m?(5k—1) =4k + 3 = 5m? = = )
) m?( 1) =4k +3=5m 1 +5k—1

19
Rezulta 5k — 1 € {—19,-1,1,19} si apoi k € {0,4}. Convine k = 4, deci z = =

20 20 24
¢) m*(5k — 1) = 4k + 4 = 5m? = 5:+1 :4+5k—
Rezultd 5k — 1 € {-24,-12,-8,—6,—-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,6,8,12,24} si apoi

k € {-1,0,1,5}. Convine k = —1si k = 5 (rezultd m € {-1,0,1,}), deci
z € {~3,12}.
20k 4+ 25 29

d) m?(5k — 1) = 2 — = y

) m?(5k —1) =4k +5=5m — 4+5k—1

Rezultd 5k — 1 € {-29,-1,1,29} si apoi k € {0,6}. Convine k = 6 si rezulta

29 1 29
z = 5 Asadar multimea radacinilor ecuatiei este {7, ER —3,12, ?} si suma

radacinilor este 40.

Fie p semiperimetrul triunghiului si a, b, clungimile
laturilor. Rezulta (fara dificultate) ca BP = BR =

A
p—bCP=CQ=p—c, AR = AQ = p— a si apoi:
0 _(p=c)AB+ (p—a)AC _
R E 2p—b—c
c _ (p—)AB + (p—b)AC
P - a ‘
B
—  (p—c)BA+(p-0a)BC (p—c)BA+ (p-a)BC
BQ: 5 - = b
2p—a—c
§I —_— —_— — —_—
cp_ @-bCA+(p—a)CB _(p—b)CA+(p—a)CE
= 2p—a—b " c !
de unde:

_— = =

AP+BQ+CR=
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& (p‘C_P_‘C>A—’+(P‘“_P‘“)w+(P‘b-P‘b)a’4,

a b b c a

o)

—

_ = = — —_— =
Din AB+ BC +CA = 0 = CA = —AB — BC, deci egalitatea anterioara devina:

p—c_p—c_p—b+p—b AB+ p—a+p—a+p——b+p-—b BO-T.
a b c a b c c a

—_—  —
Punand conditia ca coeficientii vectorilor AB si BC sa fie nuli, rezulta:

2p—b—c p—-b p-c
A ~ + b ab+ ac =b? + 2
sau
2p—a=b p—a+p—b be+ ac = a? + b?
b

¢
Din ultimele doui egalitati rezulta (prin scadere de exemplu) c& a = c si de aici
a=b=c

4, Fiea = 52", b = 22", reaulta: A = 5a% — 3ab — 2b% = (a — b)(5a + 2b).
Avem: a — b= 52" — 220 = 257 — 4" : (25 — 4), deci 21 | a — b. (1)

Analog, 5a + 2b = 527+t 4 227+ deci 7| 5a + 2b. (2)
Din (1) si (2), rezultd ca 147 =21-7| A.

2.1.2 Arad
1. Solutia 1. Deconditiondm inegalitatea; punem ¢ = zr, b = yr, ¢ = zr, si din
a+b+c=1rezultar = —L— Deci
r+yt+z
z Yy z
a= , b= , = .
r+y+z r+y+z z+y+z

Prima parte a inegalitatii este echivalenta cu:

m+y+z+m+y+z+x+y+z
T Yy z

3
(x+y+2) .
Yz

1
< =
-3

1 1 1 1 g
< (z+y+2) <—w-+§+;> Sg(izyy—jz)—ﬁ

1 1 1
& 3zyz <—+~+—> <(z4y+2)e
r oy oz
@3(3:y+yz+z:v)§z2+y2+22+2(a:y+yz+zx)¢>
@x2+y2+222my+yz—|—zx©(:L'—y)2+(y—z)2+(z—x)220,

inegalitatea adevarata.
Partea a doua a inegalitatii este echivalenta cu:

i 1,1, 1 1,1 1
(x—{—_yﬂ—i < (a:+y+.z)2 (—2 + =k 7) < z4y+z < Tyz (—2 + =+ —2) <
Tyz z y z x Y z
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